Szeregi liczbowe

Definicja 1
Niech {a,} bedzie nieskoniczonym ciggiem liczbowym. Szeregiem nieskonczonym o wyrazie
ogblnym a,, nazywamy wyrazenie:

o
Zan:a1+a2+a3...

n=1
n o0
Sume S, = Z ar dla n > 1 nazywamy suma czesciowa szeregu Z Q.
k=1 n=1

Moéwimy, ze szereg Z a, jest zbiezny, jezeli istnieje granica (skonczona) S = lim S,,.

n—00
n=1

Liczbe S nazywamy wtedy suma szeregu Z ay, 1 piszemy Z a, = S.

n=1 n=1

<1 1
Przyktad 1 Rozwazmy szereg Z on Jego wyraz ogdlny to a, = Q—H(n > 1).

n=1

1
Jest to zatem ciag geometryczny o pierwszym wyrazie a; = 3 i o ilorazie ¢ = 3

Kolejne sumy czesciowe tego szeregu maja wartosci:

1
Sl = 5
1 1
So=—-+-
2= 37
11 1
S3=—-+-+4+-
=37 173
Sy=tylyly 1
P24 g
: . A 1—q"
Stosujac wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego S, = a; 1
—q
otrzymujemy:
11— (%) \"
B LT T
2 1—35 2

Poniewaz lim S, = lim [1 — <2> ] = 1 wiec widzimy, ze omawiany szereg jest zbiezny,

n—oo n—oo

a jego suma jest rowna 1.
|
Czyli Z — =1
n=1 2n

Przyktad 2 Wykazemy, ze jezeli || < 1, to szereg ) | ¢" =1+ ¢+¢* +... jest zbiezny, a
[ee) 1 n=1

jego suma jest roéwna Z " = T
n=1 —dq



Rozwiazanie

Kolejne wyrazy szeregu, to kolejne wyrazy ciaggu geometrycznego o pierwszym wyrazie
a; = 1 i ilorazie gq.
Suma czesciowa S,, tego szeregu jest postaci:

I1—gq
1—q

Poniewaz |g| < 1, wigc lim ¢" = 0.
n—oo

Sy,=1+q¢g+¢@+...+¢"=1

1—q" 1
Stad otrzymujemy lim ¢ _ .
nme l—q  1-—gq
Przyktad 3 Wyznaczymy sume szeregu i o
y y yuy € g n:1n(n+1)-
o, 1 1 1
Latwo zauwazyé¢, 726 ——M = — — ——.
nn+1) n n+1
Zat S ! + ! + + ! ! 1+1 1+ —l—l L 1 L
atem S, =—+4+——+4+.. 4+ ——=-—-4+-—-+.. .+ ———=1-— .
1-2 2-3 nn+1) 1 2 2 3 n n+1
e 1 1
Suma szeregu jest wiec réwnas:;n(n_{_l):JL%]OS”:JLI%O<1_W/+1):1'

Twierdzenie 1 (Warunek konieczny zbieznosci szeregu)
oo

Jezeli szereg Z a, jest zbiezny, to lim a, = 0. Inaczej moéwiac jezeli granica wyrazu
n—oo
n=1
ogblnego w nieskonczonosci jest rozna od zera, to szereg jest rozbiezny.

Dowdd

Poshuzymy sie oczywistym wzorem S,, = S,,_1 + a, skad a, =S, — S,_1
Zatézmy, ze szereg Z a, jest zbiezny i ze S jest jego sumg.
n=1
Obliczmy nhnolo ay, = nlinolo(Sn — Spo1) = nhnolo S, — nhIgO Sp_1=85-85=0.
> n 1 2

3
Przvklad 4 Wykaz 7 = —+ —+ -+ ... jest biezny.
Przyktad 4 Wykazemy, ze szeregngln_i_1 2+3+4+ jest rozbiezny.

Dowdéd

Poniewaz lim
n—oom + 1

Zatem szereg jest rozbiezny.

= 1, wiec nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu.

Definicja 2 (bezwzgledna zbieznos¢ szeregu liczbowego).

Szereg Z a, jest bezwzglednie zbiezny, gdy zbiezny jest szereg Z |la,|.

n=1 n=1

Fakt 1
Kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.



Fakt 2
Kazdy szereg zbiezny o wyrazach dodatnich jest bezwzglednie zbiezny.

Definicja 3 (Warunkowa zbieznosé szeregu)

Szereg Z a, jest warunkowo zbiezny, gdy jest on zbiezny ale nie jest bezwzglednie zbiez-

ny.

n=1

Dziatania na szeregach zbieznych

oo oo
Jezeli szeregi Z ap 1 Z b, sa zbiezne oraz A € R, to

n=1 n=1
a)Zan+b Zan—i—an,
n=1
b) Y (an —by) = Zan— an,
n=1 n=1 n=1

c) Z/\an:)\Zan.
n=1 n=1

Przyktady szeregow zbieznych

a) Szereg 1 +q+q¢° + ...

1 1 > 1
b) Szereg1+§+1+...:§::l2—n
=1
c)zz—adlaa>1
n=1

Kryteria zbieznosci szeregdw

1. Kryterium poréwnawcze

Niech Z Gy 1 Z b, beda szeregami liczbowymi o wyrazach nieujemnych. Jezeli dlan > ng
n=1 n=1

(dla prawie wszystkich n) jest 0 < aj < by, to

o oo
a) ze zbieznosci szeregu Z b, wynika zbieznos¢ szeregu Z n,

n=1 n=1
o o0

b) z rozbieznosci szeregu Z a, wynika rozbieznosé¢ szeregu Z b,

n=1 n=1

Przyktad 5
! 1
w < 5 Wynika stad,

| > 1
M jest zbiezny (bo zbiezny jest szereg Z

Na podstawie kryterium poréwnawczego mozemy napisac

ze szereg Z

n=1

2. Kryterium Cauchy’ego
e.)

Szereg liczbowy Z ay, jest:

n=1



a) zbiezny, gdy nhr{)lo lan| <1 (gdy nhrglo {/|an| = 1, to kryterium nie rozstrzyga o zbiez-
nosci)
b) rozbiezny, gdy lim </ la,| > 1

Przyktad 6

o0
n
Wykazemy, szereg ze 2:1 on jest zbiezny.
n=

Dowdéd
lim § la,| = Jim = =3 < 1. (poniewaz lim {/n = 1). Wynika z tego, ze szereg jest
zbiezny.

3. Kryterium d’Alemberta

Szereg Z ay, jest:

n=1
Qn
a) zbiezny, gdy lim <,
n—o | q,
Qn,
b) rozbiezny, gdy lim s
n—o | q,

Uwaga Podobnie jak dla kryterium Cauchy’ego jesli powyzsza granica ma wartos¢ 1, to
kryterium nie rozstrzyga o zbieznosci.

4. Kryterium Leibnitza (Dla szeregéw naprzemiennych)
Jezeli ciag liczbowy {a,} spelnia warunki:

2 im0, =0
b) ciag {a,} jest nierosnacy,
to szereg liczbowy > (—1)"a, jest zbiezny.

n=1
Przyktad 7
. . = (=1, - 1. .
Wykazemy, ze szereg » jest zbiezny. (Szereg > — jest rozbiezny).
n=1 n n=1 n
Dowdéd
1

lim a, = lim — = 0 oraz ciag {a,} jest malejacy. Zatem na podstawie kryterium Leibnit-
n—00 n

© (1"
za otrzymujemy, ze szereg Z (=1) jest zbiezny.

n=1

Szeregi funkcyjne

Szeregiem funkcyjnym nazywamy wyrazenie fi(x) + fo(x) + ...+ fo(x) + ...

gdzie: fy(x) dla k > 1 sa wyrazami szeregu funkcyjnego (sa to funkcje jednego argumentu
x okreglone na pewnym przedziale (a,b)).

Suma czesciowa szeregu funkcyjnego jest definiowana analogicznie jak suma cze$ciowa
szeregu liczbowego.



Czyli suma czedciowa szeregu funkcyjnego o wyrazie ogélnym fi(x) ma postaé:

S0 =3 fule)

Moze SEQ zdazy¢, ze dla dowolnej wartosci x € (a,b) szereg funkcyjny jest zbiezny. Moze
by¢ tez tak, ze dla pewnych x jest zbiezny a dla pewnych rozbiezny.

Zazwyczaj szereg funkcyjny jest zbiezny dla pewnych x a dla innych nie. Zbiér tych war-
tosci x, dla ktorych szereg funkcyjny jest zbiezny nazywamy obszarem zbieznosci szeregu
funkcyjnego.

Przyktad 8
Rozwazmy szereg funkeyjny 1-2+1-2-224+1-2-3- 2% 4. Z n!-

Szereg ten jest okreslony dla x € R lecz jest zbiezny tylko dla x = 0
Dla innych (réznych od zera) wartosci z, szereg ten jest rozbiezny.

Aby to wykaza¢ postuzymy sie kryterium d’Alemberta dla xy # 0.

ny1 = (n+ 1) 25+t a, =nl-xy
1) . gt . 1) 2% .
lim |21 = 1im URE i = lim |” (n+1)- 2 -2 = lim (n+1) - |zo| = +o0

Zatem dla xy # 0 szereg funkcyjny Z n! - z" jest rozbiezny.

n=1
Przyktad 9
2 o0 n
1 2!

Szereg funkcyjny 1 + 4+ —4...= Z T , ktérego wyrazy sa okreslone w przedziale
= n!
(—00,+00) czyli dla x € R, jest zbiezny dla dowolnego = € R.

Istotnie
n+1 n ' | |
. Ap41 0 . r-x -n! . x
lim || = lim (n+ = fim = lim =0

Czyli na podstawie kryterium d’Alemberta szereg jest zbiezny.

Szeregi funkcyjne potegowe

W praktycznych zastosowaniach najwazniejszymi szeregami funkcyjnymi sa szeregi pote-
gowe postaci:

a0+a1x+a2x2+,,,+anxn+.”
lub
CLO"’Gl(l'—l’o)+(Z2(:L‘—x0)2_|__.'_Fan(x_xo)n_i_.“

gdzie x( jest pewna stata.



State ag, ai, as, ...sa nazywane wspotczynnikami szeregu potegowego.
Jesli przyjmiemy z = x — x, to posta¢ druga szeregu potegowego zamieni si¢ na:
ap + a1z + agz? + ...+ ay,z™ + ... czyli bedzie taka sama jak postaé¢ pierwsza.

Szereg potegowy jest zbiezny dla x = 0.
Co do zbieznosci szeregu potegowego dla innych wartosci x zachodza trzy przypadki:

1. Moze sie zdarzy¢, ze szereg potegowy jest rozbiezny dla wszystkich z z wyjatkiem x = 0

Np. 1tz + 2222 + 3323 + ... + n"2" + ..., w ktérym wyraz ogélny n"z" = (nx)" ro$nie
nieograniczenie dla nx > 1.

Taki szereg potegowy nie ma praktycznego znaczenia.

2. Szereg potegowy, ktory jest zbiezny dla wszystkich x.

2 .3
Np. 142+ o + 37 + ..., ktérego sumg dla wszystkich wartosci x jest funkcja e”.

3. Zazwyczaj szereg potegowy jest zbiezny dla pewnych x i rozbiezny dla innych.

Przyktad 10

Szereg potegowy postaci 1+ x + 23 + ... + 2" + ... (postep geometryczny) jest zbiezny
dla |z| <1 a rozbiezny dla |z| > 1.

Tu przedziatem zbieznosci jest (—1,1).

Suma tego szeregu potegowego jest funkcja 1

Przyktad 11

2 n 00 n

Szereg potegowy postaci 1+ % -+ % +...+ % +...= n;l % + 1 jest zbiezny dla |z| < 1
i rozbiezny dla |z| > 1.
Przedzial zbieznosci jest réwny [—1, 1]

Suma tego szeregu nie wyraza sie przez funkcje elementarne.

Twierdzenie 2 (Obszar (przedzial) zbieznosci szeregu potegowego)

Przedziatem zbieznosci szeregu potegowego ag + a1 + axx? + ... jest pewien przedzial
(=R, R) symetryczny wzgledem punktu z = 0. Czasem obie wartosci krancowe x = —R i
x = R sa wlaczone, czasem tylko jeden kraniec a czasem zaden.

R jest nazywane promieniem zbieznosci szeregu potegowego.

Jesli szereg potegowy jest zbiezny tylko dla z = 0, to R = 0.

Jesli szereg potegowy jest zbiezny dla wszystkich z, to R = oo

Twierdzenie 3 (Znajdowanie promienia zbieznosci)
Promien R zbieznosci szeregu potegowego

ap+ a1xr + agr® + ...+ a " + ...

|an| an

o ile taka granica istnieje. R = lim

n—oo

jest réwny granicy wyrazenia

|an+1| An+1



Przyktad 12
Znajdziemy promien zbieznosci szeregu:

0.1z 0.01x? N 0.00123 n (—=0.1)"z" n
1 2 3 o n
Rozwiazanie
—0.1)"
Tu a, = ( ) . Mamy wiegc:
n
a, | 01" n+1 1 n+l 10 n+1
any1| mo 0L 0.1 n n
n . 1
Zatem lim ¢ = lim 10 - n = 10.
n—00 | @, 1 n—00 n

Czyli promien zbieznosci tego szeregu potegowego jest réwny 10. (R=10).

Szeregi Taylora

Definicja 4
Szereg Taylora (jako szereg potegowy wzgledem x — z) funkcji f(z) jest to szereg:
" " (n) T
f (o) + f(1|0)(x—x0)—|— / é,0)<x—x0>2+...+ / n<, ) (3 — o) 4.
Gdy z¢ = 0, to szereg Taylora (jako szereg poteg x) jest postaci:
(0 "0 (n) 0
f(0)+f1(|):c+f2(' )x2+...+f nf ):c"—i-..

Przyktad 13

Wyznaczmy szereg Taylora dla funkeji f(x

):5—1‘
, 1 y 2! N n!
Mamy f(0) =3 f(0) =55 f'(0) =55 FP0) = o7 -

Rozwiniecie w szereg Taylora tej funkcji ma postac:

1 1 1
f@)=-+ 2+ =2 +...+

55 53 75(%1):17 + ...

Przyktady rozwinie¢ niektorych funkceji w szereg Taylora

Aby rozwinaé funkcje f(z) w szereg Taylora wzgledem x — xy musimy znaleZc pochodne

F'(x0), F'(xo).. ., F(p),...

Jesli one istniejg i sa skonczone, to mozemy utworzy¢ szereg Taylora:

f'(x0) f" (o) S (o)
1! 21 n!

f(zo) + (x — x0) + (x—x0)® +...+ (x —x0)" + ...



Ponizej znajduja sie rozwiniecia w szereg Taylora niektorych czesto uzywanych funkcji:

2 .Z'S n

r x x
l.e=14—=+—+4+ —=+...+—+... promien zbieznosci R = oo
o2 3l n!
2
ez ot ghiesmodei B —
2.e"=1 1!—1—2! 3!—1—... promien zbieznosci R = oo
3 Sin — R ot shicinodei B —
.smx—ﬂ—a—ka—ﬁ—i—... promien zbieznoscl ft = oo
ezt b o
4. cosx =1— o7 + TR + ... promien zbieznosci R = oo

Dzielac wyrazenie 3 przez wyrazenie 4 otrzymamy szereg Taylora dla tgx.

2
d.tgr =x+ §:c3 + 1—5955 + ﬂazj + ... promien zbieznosci R = g
r z* 23 e
6. In(14+2z) = 173 + 3 +... promien zbieznosci R = 1
2 3
7.In(l —z) = —% — % — % +... promien zbieznosci R = 1

Uwaga
Formuty 6 i 7 zostaty uzyskane przez catkowanie szeregu potegowego:

L:1:|:$—|—x2:|:x3—|—...
1+x

Odejmujac od wyrazenia 6 wyrazenie 7 otrzymamy:
1+ x> ad al
8. In =2

T+ 3 + = + - +... promien zbieznosci R = 1

11—z

Przyktad wykorzystania wzoru 8

1
Obliczy¢ In 2 z wykorzystaniem wzoru numer 8 przyjmujac x = 3 (oczywiscie w przybli-

zeniu biorac 4 poczatkowe wyrazy rozwiniecia)

L, ll OO

M tedy: In2 =1
amy wtedy: In n 3 5 5 -

SSIINIISCIS

1 co daje 0.69300 btad jest rzedu

1.39 - 107 4.
Wartosé log 2 z doktadnoscia do 5 miejsc po przecinku jest rowna 0.69315.
(m—1) 5 m(m—1)(m—2) 4

m
(1 =1 =1).
9. (1+2) tmr+ —o T5.3 x” + (R=1)




